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Este art́ıculo contiene algunos de los resultados principales acerca de la
teoŕıa de las funciones casi–periódicas de variable real a valor complejo.
Se mostrará una aplicación a la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias: para una ecuación de la forma dydx = λy + f(x), donde λ es
constante compleja y f es función casi–periódica, se da un criterio de
casi–periodicidad para soluciones acotadas (cuya existencia se asume) y
otro que asegura la existencia de una única solución casi–periódica.
Palabras Claves: Función casi–periódica, valor medio,
serie de Fourier, solución casi–periódica.
This paper contains some of the main results about the theory of almost
periodic complex valued functions of a real variable. We shall show an ap-
plication to the theory of ordinary differential equations: for an equation
of the form dydx = λy+ f(x), where λ is complex constant and f is almost
periodic function, we give a criterion of almost periodicity for bounded
solutions (the existence of which is assumed) and other that ensure the
existence of a unique almost periodic solution.
Keywords: Almost periodic function, mean value,
Fourier series, almost periodic solution.
MSC:
1 Introduction
La teoŕıa de las funciones casi–periódicas fue creada y desarrollada en sus
principales caracteŕısticas por el matemático danés Harald Bohr (1887–
1951) entre 1923 y 1925, en dos art́ıculos publicados en [2] bajo el t́ıtulo
común “Zur Theorie der Fast Periodische Funktionen”. La teoŕıa de las
funciones casi–periódicas de Bohr se restringue a la clase de las funciones
f : R → C continuas; el principal problema de la teoŕıa consiste en
1 jchernandezri@unal.edu.co
150 J. C. Hernández, Funciones cuasi–periodicas de Bohr
caracterizar la clase de las funciones continuas f : R → C que puedan






iλkx, x ∈ R , (1.1)
donde ak es constante compleja y λk es constante real; la solución a tal
problema fue la principal contribución de Bohr. La riqueza de la teoŕıa
iniciada por Harald Bohr se pone de manifiesto en las generalizaciones y
aplicaciones de esta; entre las generalizaciones están por ejemplo, el estu-
dio de las funciones casi–periódicas con valores en espacios de Banach ini-
ciado por S. Bochner [4], la teoŕıa de funciones casi–periódicas definidas
sobre grupos debida a Von Neumann [4] y la teoŕıa de las funciones
pseudo–casi–periódicas introducida por Zhang en 1992 [6, 7]. Entre las
aplicaciones están a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
[4, 5].
Este art́ıculo contiene los principales tópicos sobre la teoŕıa de Bohr;
en la sección 2 se introducen las propiedades fundamentales de las fun-
ciones casi–periódicas, como la acotación y la continuidad uniforme,
el álgebra de funciones casi–periódicas, su relación con las funciones
periódicas y la condición para que una antiderivada de una función casi–
periódica lo sea. En la sección 3 se considera el valor medio de una función
casi–periódica, concepto necesario para definir su serie de Fourier. La
sección 4 trata sobre la serie de Fourier de una función casi–periódica y
el teorema fundamental, siendo este último uno de los principales resul-
tados expuestos en este art́ıculo. La sección 5 presenta una aplicación a
la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
2 Definición de función casi–periódica y propie-
dades elementales
Definición 2.1 (casi–peŕıodo). Sea f : R → C una función continua
en R. τ = τf (ε) ∈ R es llamado un número de traslación o un casi–
peŕıodo de f correspondiente a ε > 0 si
∣∣f(x+ τ)− f(x)∣∣ ≤ ε, ∀x ∈ R. (2.1)
El conjunto de todos los números de traslación de f correspondientes a ε
se denotará por {τf (ε)}, en [1] se pueden ver propiedades de los números
de traslación.
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Definición 2.2 (conjunto relativamente denso en R). Un subcon-
junto A ⊆ R es llamado relativamente denso en R, si existe l > 0 tal que
cualquier intervalo de longitud l contiene al menos un número de A.
Definición 2.3 (función casi–periódica). Una función continua f :
R → C es llamada casi–periódica, si dado ε > 0 el conjunto {τf (ε)} es
relativamente denso en R. En otros términos, una función continua f
es casi–periódica si dado ε > 0, existe l = l(ε) > 0 tal que cualquier
intervalo de longitud l contiene al menos un número de traslación τ de
f correspondiente a ε.
El siguiente teorema da ejemplos familiares de funciones casi–periódicas.
Teorema 2.4. Si f : R → C es una función periódica continua entonces
f es casi–periódica.
Demostración. Sea p el peŕıodo fundamental de la función f continua.
Tomando l > p en la definición 2.3 entoces f es casi–periódica ya que los
peŕıodos np, n = 0,±1,±2, · · · son casi–peŕıodos de f correspondientes
a cualquier ε > 0.
Teorema 2.5. Toda función f casi–periódica es acotada, es decir, existe
M > 0 tal que
∣∣f(x)∣∣ ≤ M para todo x ∈ R.
Demostración. Dado ε = 1 existe l = l(1) > 0 por ser f casi–periódica y
para cada x ∈ R podemos elegir un número de traslación τ = τ(1, x) de f
correspondiente a ε = 1 tal que −x < τ < −x+ l, es decir, 0 < x+ τ < l.




∣∣f(x+ τ)− f(x)∣∣+ ∣∣f(x+ τ)∣∣ (2.2)
≤1 +m = M, ∀x ∈ R. (2.3)
Corolario 2.6. Si f es una función casi–periódica, también lo es f2.
Demostración. Sean τ = τf (ε) y M > 0 tal que
∣∣f(x)∣∣ ≤ M para todo
x ∈ R. En efecto
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Teorema 2.7. Toda función f casi–periódica es uniformemente con-
tinua en R.










< 1 tal que
para −1 ≤ s, t ≤ 1 + l, |s− t| < δ implica
∣∣f(s)− f(t)∣∣ < ε3 .







tal que 0 ≤ x+τ ≤ l
y −1 < y + τ < 1 + l, entonces
∣∣f(x)− f(y)∣∣ ≤ ∣∣f(x)− f(x+ τ)∣∣+ ∣∣f(x+ τ)− f(y + τ)∣∣
+










ya que x+ τ, y + τ ∈ [−1, 1 + l] y |(x+ τ)− (y + τ)| = |x− y| < δ.
Los teoremas 2.4 y 2.7 permiten establecer que toda función f : R → C
periódica continua es uniformemente continua.
Sean f : R → C una función y a una constante real, denotaremos el
operador traslación por (µaf)(x) = f(x+ a).
Teorema 2.8. Si f y g son funciones casi–periódicas, c ∈ C y a ∈ R son
constantes entonces las funciones f (la función conjugada de f), cf ,
∣∣f ∣∣,
f + g, fg y µaf son funciones casi–periódicas.
En particular, si f es una función casi–periódica lo es también
∣∣f ∣∣2.
Corolario 2.9. La suma f(x) =
∑n
k=1 gk (x) de un número finito de fun-
ciones periódicas continuas gk con peŕıodos arbitrarios es casi–periódica.





Considerando la función casi–periódica f(x) = eix + eiπx, la cual es no
periódica, se tiene que el rećıproco del teorema 2.4 en general no es cierto.
Teorema 2.10. Si f es una función casi–periódica tal que 0 < m ≤∣∣f(x)∣∣ para todo x ∈ R entonces 1f es casi–periódica.











Teorema 2.11. Si f es una función casi–periódica y φ es un funcional
lineal continuo sobre el espacio de Banach C, es decir, φ es un elemento
del dual C∗, entonces la función compuesta φ ◦ f es casi–periódica.
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Teorema 2.12. Si f es una función casi–periódica y g : C → C(o R) es
una función uniformemente continua en C entonces la función compuesta
g ◦ f es casi–periódica.
Demostración. Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si
∣∣f(x) − f(y)∣∣ < δ
implica
∣∣g(f(x)) − g(f(y))∣∣ < ε. Si τ = τf (ξ) con 0 < ξ < δ entonces
{τf (ξ)} ⊆ {τg◦f (ε)}.
Teorema 2.13. Si una sucesión {fn} de funciones casi–periódicas con-
verge uniformemente a la función f en R entonces f es casi–periódica.
Demostración. Dado ε > 0 existe N = N(ε) tal que si n > N implica
∣∣f(x)− fN (x)∣∣ < ε
3
, ∀x ∈ R. (2.6)





y x ∈ R, por (2.5)
∣∣f(x+ τ)− f(x)∣∣ ≤ ∣∣f(x+τ)− fN (x+ τ)∣∣+ ∣∣fN (x+ τ)− fN (x)∣∣
+


















Corolario 2.14. Toda función f la cual puede ser aproximada uniforme-









donde λ1, λ2, . . . son constantes reales es una función casi–periódica.




iλkx es una función casi–periódica, la suma S(x)
de la serie es también una función casi–periódica ya que las Sn(x) for-
man una sucesión {Sn(x)} de funciones casi–periódicas la cual converge
uniformemente a S(x) en R.
El siguiente resultado da una condición necesaria y suficiente para que
la antiderivada de una función casi–periódica también lo sea.
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Teorema 2.16. Sea f una función casi–periódica y F (x) =
∫ x
0 f(t) dt.
F es una función casi–periódica si y solo si es acotada en R.
Demostración. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que f es a
valor real, como F es acotada, sean
k1 = inf−∞<x<∞
{F (x)} y k2 = sup
−∞<x<∞
{F (x)}. (2.8)
Dado η > 0, existen dos números reales x1 y x2 tal que
F (x1 ) < k1 + η y F (x2 ) > k2 − η. (2.9)



















∣∣F (x2 + τ1)− F (x1 + τ1)− F (x2) + F (x1)∣∣ ≤ ε1d, (2.11)
de donde,
F (x1 + τ1) ≤ F (x2 + τ1)−
(
F (x2)− F (x1)
)
+ ε1d. (2.12)
Pero por (2.8) y (2.9)
F (x2 + τ) ≤ k2 y F (x2)− F (x1) > k2 − k1 − 2η, (2.13)
aśı
F (x1 + τ1) < k1 + 2η + ε1d. (2.14)
Tomando ahora un ε2 > 0 y sea τ2 = τf (ε2 ). Siendo τ1 + τ2 un
número de traslación de f correspondiente a ε1 + ε2 , analogamente a
(2.14) se obtiene que
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F (x1 + τ1 + τ2) < k1 + 2η + (ε1 + ε2)d. (2.15)











































∣∣∣∣∣ ≤ ε2l. (2.17)





∣∣∣∣∣ = ∣∣F (x1 + τ1 + τ2)− F (x1 + τ1)∣∣ < 2η + (ε1 + ε2)d.
(2.18)





∣∣∣∣∣ < 2η + (ε1 + ε2)d+ ε2l. (2.19)
Dado ε > 0 y haciendo η = ε6 , ε1 =
ε
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∣∣∣∣∣ = ∣∣F (x+ τ2)− F (x)∣∣ < ε, (2.21)
aśı {τf (ε2 )} ⊆ {τF (ε)}.
El rećıproco es inmediato (ver Teorema 2.5).
3 Valor medio de una función casi–periódica
Harald Bohr mostró que el valor medio de una función casi–periódica
existe, siendo esto un hecho básico, usado para definir un producto in-
terno sobre el espacio vectorial de las funciones casi–periódicas. La im-
portancia de este concepto es resaltada en el estudio de la serie de Fourier
asociada a una función casi–periódica.








uniformemente con respecto a c.
Sean f una función casi–periódica y c ∈ R una constante arbitraria, la





















cuya primera igualdad permite definir el valor medio de f como sigue.
Definición 3.2 (Valor medio). Sea f una función casi–periódica, el
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Las igualdades en (3.2) muestran que M{f} = M{µcf}.
En caso de ser la función f periódica continua, con peŕıodo fundamental






es decir, el valor medio definido para funciones casi–periódicas coincide
con el valor medio usual en el caso de ser la función f periódica.
El conjunto AP =
{
f : R → C | f es casi–periódica
}
de las funciones
casi–periódicas es un espacio vectorial sobre C. Usando propiedades del
valor medio para funciones casi–periódicas (ver [3],[4]), podemos mostrar
que la aplicación
M : AP −→ C
f 7→ M{f} ,
(3.5)
es un funcional lineal positivo definido en AP.
La aplicación
〈 , 〉 : AP×AP −→ C
(f, g) 7→ 〈f, g〉 = M{f g}
(3.6)
define un producto interno sobre AP, el cual induce la norma
∥∥f∥∥ =√M{|f |2} . (3.7)
Sea λ constante real, notaremos por eλ a la función exponencial
definida por eλ(x) = eiλx, x ∈ R.
Teorema 3.3. El espacio
(
AP, 〈 , 〉
)
es no separable.
Demostración. {eλ(x)}λ∈R ⊆ AP es una familia ortonormal y no con-
table, luego el espacio
(
AP, 〈 , 〉
)
es no separable.
Definición 3.4. Sea f una función casi–periódica, la aplicación
af : R −→ C










es llamada la transformada de Bohr de f .
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Teorema 3.5. Si f es una función casi–periódica, λ1 , λ2 , ..., λn reales

















∣∣ck − af (λk )∣∣2.
(3.9)
La expresión anterior se conoce como ecuación de aproximación cuadrá-
tica.









 = M {∣∣f ∣∣2}−
n∑
k=1
∣∣af (λk )∣∣2. (3.10)
De (3.10), para n = 1, 2, . . . se cumple que
n∑
k=1
∣∣af (λk )∣∣2 ≤ M {∣∣f ∣∣2} . (3.11)
Si Sn =
∑n
k=1 |af (λk )|2, {Sn} es una sucesión monotona creciente y
por (3.11) acotada, aśı {Sn} es la sucesión de las sumas parciales de la
serie convergente
∑∞
k=1 |af (λk )|2.
Teorema 3.6. Dada una función f casi–periódica, existe a lo más un
conjunto numerable de valores λ ∈ R para los cuales af (λ) 6= 0.
Demostración. De (3.11) se deduce que para cada m ∈ Z+ existe sola-
mente un número finito de valores λ para los cuales |af (λ)| > 1m , en
realidad menos que m2‖f‖2. Aśı los conjuntos
B1 =
{





λ ∈ R : 1
m− 1




, m = 2, 3, . . . (3.13)
son finitos. Si λ ∈ R es tal que |af (λ)| > 0, λ ∈ Bj para algún j ∈ Z+,
luego el conjunto de todos los valores λ ∈ R para los cuales af (λ) 6= 0
está dado por
⋃∞
m=1Bm, el cual es numerable por ser unión numerable
de conjuntos finitos.
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4 Serie de Fourier de una función casi–periódica
En la próxima definición se denotarán por λ1 , λ2 , . . . , λn , . . . los valores
para los cuales af (λk ) 6= 0 y sea Ak = af (λk ) para k = 1, 2, . . . .
Definición 4.1. Dada una función casi–periódica f , la serie∑∞
k=1Ake






Los λk ∈ R y Ak ∈ C, k = 1, 2, ... son llamados respectivamente los
exponentes y los coeficientes de Fourier de f . Se llama el espectro de f
al conjunto S = {λ ∈ R : af (λ) 6= 0}.
La desigualdad (3.11) implica también que
∞∑
k=1
|Ak |2 ≤ M
{∣∣f ∣∣2} , (4.2)
conocida como la desigualdad de Bessel.
En caso de ser la función f periódica con peŕıodo p, su serie usual de












iωkx dx, k = 0,±1,±2, . . . , coincide
con la serie dada en la definición 4.1.
Teorema 4.2. Si f es una función casi–periódica y su derivada f ′ tam-
bién es casi–periódica, entonces la serie de Fourier de f ′ puede ser obteni-
da por diferenciación término a término de la serie de Fourier de f .
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aśı f ′ tiene los mismos exponentes de Fourier que f , excepto para λ = 0,




denotando por A′k los coeficientes de Fourier de f
′, de (4.4) se obtiene





Teorema 4.3. Si f es una función casi–periódica y su antiderivada F
es casi–periódica, entonces la serie de Fourier de F puede ser obtenida
por integración término a término de la serie de Fourier de f .











Notese que λk 6= 0 para k = 1, 2, . . . , pues λ = 0 no puede ser un
exponente de Fourier de f , que es la derivada de la función casi–periódica
F .
El valor λ = 0 no puede ser un exponente de Fourier de una función
casi–periódica la cual es la derivada de una función casi–periódica, en
otras palabras, para que una primitiva F de una función casi–periódica
f sea casi–periódica es necesario que λ = 0 no sea un exponente de
Fourier de f .
Teorema 4.4. Sea f una función casi–periódica. Si F (x) =
∫ x
0 f(t)dt
es una función casi–periódica entonces M{f} = 0.
El próximo corolario muestra que la condición M{f} = 0, no es una
condición suficiente para la casi–periodicidad de F .
Corolario 4.5. Existen funciones f casi–periódicas tal que M{f} = 0
y cuya primitiva no es casi–periódica.
Considerando la serie









por el corolario 2.15, la suma f(x) de esta serie es una función casi–
periódica y obviamente M{f} = 0. Si la función F (x) =
∫ x
0 f(t) dt fuera
casi–periódica entonces









El lado derecho de (4.8) no es la serie de Fourier de una función casi–
periódica ya que no satisface la desigualdad de Bessel (ver (4.2)), pues






La importancia de la teoŕıa de Bohr es resaltada por los siguientes resul-
tados:
Teorema de unicidad 4.6. Si f y g son funciones casi–periódicas con
la misma serie de Fourier entonces f = g.







|Ak |2 = M
{∣∣f ∣∣2} . (Ecuación de Parseval) (4.9)
Teorema de aproximación 4.8. Dada una función casi–periódica f
tal que f(x) ∼
∑∞
k=1Ake
iλkx y dado ε > 0, existe un polinomio trigono-
métrico S cuyos exponentes son exponentes de Fourier de f , el cual
satisface
|f(x)− S(x)| < ε, −∞ < x < ∞. (4.10)












f : R → C | f es función acotada
}
y dU la métrica
uniforme en B(R,C),
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dU (f, g) = sup
−∞<x<∞
∣∣f(x)− g(x)∣∣ para f, g ∈ B(R,C). (4.11)
Considerando el conjunto {S(x)} de los polinomios trigonométricos(
S(x) es una función de la forma (1.1)
)




la clausura del conjunto {S(x)} correspondiente a la métrica uniforme.
El principal problema de la teoŕıa de Bohr, que consiste en caracterizar




es resuelto por el llamado Teorema
fundamental (teorema 4.9).
Teorema fundamental 4.9. La clausura del conjunto de los polino-











entonces existe una sucesión {Sn}
de polinomios trigonométricos, la cual converge uniformemente en R a

















De (4.13) y (4.14) se obtiene (4.12).
5 Aplicación a las ecuaciones diferenciales ordi-
narias
En esta sección se enuncian y demuestran dos resultados sobre soluciones
casi–periódicas para una ecuación de la forma
dy
dx
= λy + f(x), (5.1)
donde λ es una constante compleja y f es una función casi–periódica.
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Teorema 5.1. Toda solución acotada para x ∈ R de la ecuación (5.1)
es casi–periódica.







donde C es una constante arbitraria.
Si λ = µ + iν, debemos considerar los siguientes casos: (a) µ < 0, (b)
µ = 0 y (c) µ > 0.
En el caso (a),
∣∣eλx∣∣ = eµx → ∞ cuando x → −∞. Aśı para que y(x)
tenga la posibilidad de ser acotada en la recta real (ya que la acotación es
condición necesaria para que y(x) pueda ser casi–periódica, ver teorema
2.5) se debe tener que
∫ x
0 e






donde la integral impropia es convergente, ya que
∣∣e−λtf(t)∣∣ ≤ e−µt sup |f(t)|, t ≤ 0. (5.4)












donde M = sup
−∞<x<∞
∣∣f(x)∣∣, (5.6) muestra que y0 (x) es acotada.
Aśı en este caso la única solución acotada de la ecuación (5.1) está
dada por (5.5). Además y0 es casi–periódica, pues si τ = τf (−µε)
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∣∣y0 (x+ τ)− y0 (x)∣∣ ≤ − 1
µ
sup
∣∣f(x+ τ)− f(x)∣∣ ≤ ε, −∞ < x < ∞,
(5.7)
esta desigualdad prueba que τ = τy0 (ε).






















ca si y(x) es acotada. Por lo tanto y(x) es casi–periódica si es acotada.
En el caso (c), procediendo análogamente al caso (a) podemos mos-
trar que




es la única solución acotada de la ecuación (5.1). y1 (x) es casi–periódica
puesto que cualquier número de traslación de f(x) correspondiente a εµ
es un número de traslación de y1(x) correspondiente a ε.
De los casos (a), (b) y (c), cualquier solución acotada de la ecuación
(5.1) es casi–periódica.
El próximo corolario se obtiene de los casos (a) y (c) en la prueba del
teorema 5.1.
Corolario 5.2. Si la parte real de λ es no nula entonces la ecuación
(5.1) tiene una única solución casi–periódica.
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